Tema 6 - Introducció i generalitats sobre les màquines 


hidràuliques 


12 de gener de 2020 


1 Introducció: 


Màquina (des de el punt de vista de l’enginyer) és un transformador d’energia d’un tipus a un altre. 

Ara be, nosaltres estam fent feina amb fluids, per tant una màquina de fluid és una màquina que proporciona 
energia a un fluid o be l’hi absorbeix energia en aquest fluid. 

Interacciona directament amb el fluid. 
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Exemple de màquina hidràulica: Ventilador. 


Energia mecànica 


Energia fluid (aire) 



Bomba centrífuga 


P2 > Pi 


Energia elèctrica =>• Energia mecànica =>• Energia fluid 


L’aigua que surt d’una bomba centrífuga té més pressió perquè la bomba ha transferit energia de l’eix del rotor 
en el fluid, a costa de que? D’energia elèctrica. 



El fluid que surt té menys energia perquè el rotor a adquirit part de la seva energia. 
Les màquines de fluid és poden classificar en: 


Màquines de fluids 


Màquines hidràuliques 



(En aquesta assignatura) 


Màquines tèrmiques 


La diferència entre unes i les altres és que la densitat sigui una constant o no ho sigui: 

(Flux incompressible) p => Màquines hidràuliques. 


(Flux compressible) p ^ K =>- Màquines tèrmiques. 
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No perquè sigui màquina hidràulica hagi de fer feina amb agua. Però com pensam amb aigua i l’aigua la consi- 
deram com incompressible (p = K). 



• Exemples de màquines tèrmiques : 

- Bomba de calor. 

- Motor de combustió interna. 

- Turbina de reacció d’un avio. 

- Turbocompressor. 

Tant la turbina eòlica com un ventilador fan feina amb un gas i no amb un liquid. Però sa consideren màquines 
hidràuliques perquè no alteren la densitat (p ~K). 

En canvi una turbina de vapor: 



És una màquina que fa feina amb H 2 O (aigua) pràcticament sense canvis de fase (a la realitat aproximadament el 
95% serà vapor i el 5% serà liquid). 

Aquesta màquina fa feina amb un gas igual que la turbina eòlica o el ventilador però si que és capaç d’alterar la 
seva densitat. 

És fet que faci feina amb aigua no significa que sigui una màquina hidràulica. 

És una màquina tèrmica que fa feina amb vapor d’aigua. 
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Un altre criteri per diferenciar els tipus de màquines és que el nombre de Mach sigui inferior a 0.3. 

Nombre de Mach - « - Ybl- Velocitat mitjana del fluid 
ivomure ue iviatn — c — c — Velocitat del so en el fluid 


m/s 

m/s 


Si n. de M < 0.3 és una màquina hidràulica. 

El nombre de Mach és adimensional M 
Una altre manera és segons s’element principal de la màquina: Element que fa la transferència de l’energia. 
—*■'Turbina eòlica => Element principal son les pales del aerogenerador. 

> Elements transmissors. 

Una altre manera de classificació però és generalista, és per tipus de moviment (principi de funcionament). 


Tipus de moviment 


Rotatiu 





Bomba centrífuga 

Bomba d’oli 


Alternatiu 



Compressor 


2 Classificació de les Màquines Hidràuliques: 


Tot això s’ha anat depurant i en el final s’arriba a una classificació més estandaritzada. 

I s’ha demostrat que les maquines sobretot és poden classificar segons la teoria matemàtica que les descriuen. 
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Màquines de desplaçament positiu 


Tipus 


Turbomàquines 


Aquí en el fons no és més que la teoria matemàtica que les descriu. 
Ara bé, aquesta teoria matemàtica en que és diferencia? 


• Maquines de desplaçament positiu : Tenen en comú que és transfereix energia a conseqüència de la variació 
de volum. 

Que vol dir? 

Que és canvis a sa direcció i valor absolut de la velocitat no juga cap paper. 

Pot ésser de moviment alternatiu com rotatiu. 





Bomba peristàltica 


Bomba d’oli 


Bomba de pistó 


• Türbomàauines : El moviment d’element principal sempre és rotatiu. 
Exemples: 


- Bomba centrífuga. 

- Turbina eòlica. 


El principi de funcionament de l’equació d’Euler (teoria matemàtica). Euler no és més que aplicar la cinemà- 
tica, però en el fluid. 
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En tota aquesta classificació llavors hem d’afegir si absorbeixen energia en fluid o l’hi cedeixen. 


- Per líquids (Bombes) 


r Generadores 


Wm < 0 
Donen energia 


- Turbomàquines - 


L Per gasos (Ventiladors) 


Màquines de fluids 


Màquines 

Hidràuliques 

P = K 


Màquines 

Tèrmiques 

P^K 


Màquines de 

desplaçament 

positiu 


Motores 


Turbines Hidràuliques 


r Generadores 


L Motores 


Hi ha un tercer grup que son les màquines gravimètriques, que l’intercanvi d’energia ve per un fenomen d’e¬ 
nergia potencial. 

Exemple => Cargol d’Arquimedes. 
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Perquè funcioni necessita una diferencia de cota. 


3 Equacions fonamentals de les Turbomàquines: 


L’equació d’Euler és l’equació fonamental per l’estudi de les Turbomàquines tant: 


Turbomàquines 


Hidràuliques 


Tèrmiques 


Exemple de turbomàquina tèrmica és la turbina de valor. 

Aquesta teoria d’Euler permet l’estudi de les bombes centrífugues, ventiladors, turbines hidràuliques, turbocom- 
pressors, turbines de vapor, turbines de gas. 

Tot això ho compren l’equació d’Euler. 

Que és l’equació d’Euler? 

És l’equació que expressa l’energia intercanviada entre el rodet (part mòbil) de qualsevol d’aquestes màquines 
amb el fluid, ja siguin radials o axials. 

Que no és més que aplicar la cinemàtica en el fluid. 
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3.1 Bomba centrífuga. 



Si la bomba és d’alta pressió incorpora uns difusors. La funció que tenen (difusors) és orientar l’aigua cap a la 
voluta i reduir la velocitat, fins que quasi sigui la mateixa velocitat que l’entrada. 

Sa voluta va canviant de secció. Sa voluta va recollint tota l’aigua i a mesura que va recollint l’aigua va augmen¬ 
tant de secció. 

A la bomba, la secció d’entrada és igual a la secció de sortida. 

Quan tenim els àleps que estan rotant i en un moment donat quan surt l’aigua del rodet sa troba amb un àlep del 
difusor. 

Que farà l’aigua? 

És guiarà pels àleps i quan arriba du una direcció per entrar a la voluta, si el recorregut de l’aigua dins de la 
difusor és: 



Si Ai és més petita que A 2 i el cabal s’ha de conservar. 

Qi=Qi 
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a x -v x =a 2 -v 2 


Aleshores: 

I hem dit que A 2 és major que A\, per tant V 2 serà menor que V \. 
Sa l’anomena tovera difusora. 


V 2 l=*Pi t 

La finalitat de la bomba no és augmentar la velocitat, és augmentar pressió. 

El funcionament de la bomba la podem veure reflexionada a la següent gràfica: 



L’aigua entra amb una velocitat (velocitat d’entrada) i quan es troba amb el rodet comença a augmentar la seva 
velocitat fins que surt del rodet que sa troba amb el sistema difusor que fa baixar la velocitat de l’aigua, després es 
troba amb la voluta i torna a baixar la seva velocitat. 

El resultat és: Que la velocitat d’entrada i la velocitat de sortida pràcticament és la mateixa, però la sortida té 
molta més energia per tant molta més pressió perquè l’energia s’ha de conservar. 


Element difusor 

Disminueixen 

+ 

velocitats per 

Voluta 

Augmentar pressió. 


S’augment d’energia és reflecteix a la sortida del rodet com un augment del moment cinètic (un augment de 
velocitat). Si volem comunicar molta energia en el fluid, sa velocitat absoluta a la sortida del rodet serà molt gran. 

El rodet dota d’energia cinètica en el fluid, però no és la finalitat de la bomba. 

Sa gran velocitat del fluid provoca moltes de pèrdues per fregament dins sa pròpia voluta, per evitar-les es col·loca 
entre la voluta i el rodet uns àleps fitxes que redueixen sa velocitat a la sortida, per tant augmenta la pressió. 

Energia cinètica =>■ Energia de pressió 

Així sa redueixen les pèrdues per part del cargol i el difusor sa comporta com una tovera divergent. 
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3.2 Aplicació de l’equació de Bernoulli a una bomba centrífuga : 



A h p 2 


í © 

® ® 

© Jl 



í ^ 


Pl P2 

Pi 

Símbol d’una bomba centrífuga 

Símbol de manera real 


Aplicació de Bernoulli entre el punt 1 i el punt 2: 

p V 2 p A' 2 ><0 jtO 

w m = f 2 + gsÏÏÍ 


P 1 = P2 

zi ~ z 2 = 0 =^> No és zero, però no és significativa la diferència. 
g ■ hs = 0 No hi ha cap element singular. 
g ■ Iil = 0 =^- Si el manòmetre esta pròxim a la bomba. 

Vi 


Ara, donada l’equació de la conservació de la massa: 


Q=A i-Vi =A 2 ·V r 2 


I si les seccions son iguals (A \ = A 2 ) aleshores: 

Vi=V 2 


a 1 =a 2 =>Vi = v 2 

Per tant aplicant Bernoulli a una bomba centrífuga es resumeix com: 

Pl-u, - A 
Pl Wm Pl 

Si aïllam w m (terme de potència mecànica) 

w m - y(P\- Pl) 

4- 
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Més o menys igual, és per dir que hem fet una serie de simplificacions. 


(zi ~z 2 ,g·h L = 0,g·h s = 0,...) 


Recordam que w m (treball especific) té unitats: 

[Joules/Kilogram = J/Kg] 

Si volem saber la potència mecànica: 

[Watts] W m = m ■ w m on m = p ■ Q i donat que w m = ^ ■ (Pi — P 2 ). 
Per tant: 

• • 

W m = m • w m 

W m = p·Q· l p·{Pl-P2) 

W m = l·f·(P\-P 2 ) 

W m = Q{Pi-P 2 ) 


On (P l -P 2 ) = AP 


W m = QAP 



Observam que és negatiu perquè P\ <P 2 - 

W m =r- El signe depèn si és bomba centrífuga o turbina. 

• (—) => Bomba 

W m l 

S (+) Turbina 

Com que és incomode treballar que una bomba tengui una potència negativa, en el final el que és pràctic és dona 
les potències en valor absolut. 





w m 

= QAP 





Wm 

= QAP 

Potència subministrada en el fluid. 


AP = Increment de pressió que dona la bomba. 


AP = (P 2 -P l ) 


Equació molt útil a l’hora de dissenyar instal·lacions. Quina potència s’ha d’instal·lar o quin tipus de màquina 
s’ha d’instal·lar? 
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3.3 Alçada manomètrica d’una bomba 


L’enginyer a de fer un càlcul per saber la demanda (cabal Q = p/s]) que tindrà aquella instal·lació. 
I saber també l’augment de pressió necessari per arribar d’un punt a un altre de l’instal·lació. 


(A-A) = 

'-V-' 

A P sabem que : 

Pressió que 

W m = QAP 

subministra 

i 

la bomba 

AP = p • g-h 


Aleshores: 


(Pl Pl) — P'S' Hbomba 


Per tant: 

W m = Q-AP 

= Q ' P ' 8 ' Hbomba 

Potència mecànica de la bomba 

Normalment els fabricants de bombes centrífugues no parlen de pressions en Pascals, per aquest motiu es parla 
d’alçada manomètrica d’una bomba. 


Hbomba tTl.C.Q. 


p·g·h = (P 2 -Pi)=AP=[Pa] 


A P 

Pl·l 2 0'g 



h [m.c.a. 


Ses bombes sa clarifiquen en metres columna d’aigua (m.c.a.) que donen. 
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3.4 Teorema Euler 



b\ > 1)2 —>■ És fa per evitar turbulències. 



Quina és la secció d’entrada i la secció de sortida de la bomba? 

• Àrea d’entrada (XQ? 

• Àrea de sortida (£ 2 )? 
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^O 7 

À" 

Perímetre 

Perímetre 

Perímetre = 2 • r\ ■ n 

Perímetre = D\ • n 

Perímetre = 2 • 7-2 • n 

Perímetre = £>2 • k 

Àrea d’entrada és 

Àrea de sortida és 

Li = Di ■ n ■ b x 

£2 = d 2 ■ n ■ b 2 



{ £i = D| ■ 71 ■ b\ (Àrea d’entrada) 

£2 = D 2 ■ n ■ bi (Àrea de sortida) 

Si ens fitxam tenim dibuixat una serie de vectors que el que fan és identificar la velocitat que du el fluid quan 
impacta amb el primer punt de l’àlep. 

L’equació d’Euler tracta de saber com varia la cinemàtica d’un punt del principi de l’àlep en el punt final de 
l’àlep. 



En funció de com varia la cinemàtica és veu amb la mecànica clàssica, podem funcions d’energia, treball,... per 
conservació del moment lineal. 

Les partícules de fluid en un moment donat reben un impuls i és veuen desplaçades del punt 1 al punt 2. 
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Nosaltres sabem que l’àlep s’esta movent amb un moviment circular uniforme respecta a l’eix, aquesta velocitat 
de moviment circular uniforme l’hi deim velocitat u, per tant les partícules de fluid que entrin en contacte amb aquest 
àlep ja sabem que com a mínim hauran d’anar en aquesta velocitat ( u ). 

I que és igual aquesta velocitat? 


(Punt 1) 


u\ = r\ ■ Q 


Moviment circular uniforme 


On Q és la velocitat angular. Però també hem de dir que les partícules de fluid és veuran desplaçades radialment 
cap a defora, per tant ha d’existir una altre component tangencial a l’àlep perquè s’estan desplaçant de manera relativa 
a l’àlep (les partícules estan caminant per damunt l’àlep). 

De tal manera que en el final sa velocitat absoluta (c) serà sa suma d’una velocitat d’arrossegament (u) més una 
altre velocitat relativa (w). 



=Velocitat absoluta 

= it + 

it = Velocitat d’arrossegament 

Velocitat absoluta 

= Velocitat relativa 



Dibuix 29 (pag 18) 


Representació de triangles de velocitats damunt el rodet. 


Entrada 


Sortida 



> Triangles de velocitats 


Que és el que sa coneix com teoria d’Euler? 
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En el punt 1 el rodet té una velocitat (u\) que és perpendicular a la trajectòria que descriu (moviment circular 
uniforme). 

I que és igual? 

u\ = r\ ■ Q. 

On Q és la velocitat angular [ rad /s]. 

Sovint les màquines (bombes) no parlam de Q [ rad /s] si no de r.p.m. (revolucions per minut) que és N = [r.p.m.]. 
Aleshores, com passam defía NI 

[ ra d/ s ] 

Per tant: 


u\=r\-Çl 
M i = N ' W'O 
Ml iv 60 \ 


Per l’altre banda sabem de la cinemàtica que la velocitat absoluta de qualsevol objecte sa pot posar com una 
velocitat d’arrossegament més una velocitat relativa. 



vt^l 

Velocitat relativa 

[m/s] 

lï 1 

Velocitat d’arrossegament 

[m/s] 

-?1 

Velocitat absoluta 

[m/s] 
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Ses partícules de fluid és veuen arrossegades per l’àlep però a la vegada sa veuen caminant amb una velocitat 
relativa a damunt l’àlep. 

I que suposam? Que Cl té la mateixa direcció i tangent que l’àlep, és a dir; fa la mateixa trajectòria que s’àlep. 
S’àlep fa de guia. 

I per això obtenim l’expressió: 

\ = iti + u\=ri-ÇL = N ■ ^q-D\ 

"<^2 = "^2+V^2 «2 = f~2 • Q = N- gg ■ D 2 

Així tenim el triangle d’entrada i de sortida. 

Les partícules de fluid sofreixen un canvi de velocitat que passen de c\ a C 2 (punt 1 i en el punt 2). 

A la mecànica clàssica quan tenim un objecta que passa d’una velocitat a una altre, per aquest canvi de velocitat 
podem començar a fer sa cinemàtica, fins i tot sa dinàmica, ÇÈ , ~P, conservació de moment lineal,...). 

Per aquest motiu s’agafa la informació del punt 1 i del punt 2 i sa dibuixen els triangles de velocitats. 

3.5 Triangle de velocitats 

És dibuixen de la següent manera: 

• Base del triangle = u = Velocitat d’arrossegament. 

• Diagonal del triangle = w = Velocitat relativa. 

• La suma de les dues velocitats = c = Velocitat absoluta. 
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Que passa? 

Els vectors és poden transportar i ens quedam amb un triangle: 



I començam a fer definicions: 




c / 

\ —► 


Yw 


» \ 


Cm \ 

/ a 

PÀ, 


— ». ^; 


U 

Cu 

Wu 


Cm 

Component meridional. 

Component de la velocitat absoluta, s’única component 

que té la direcció de sortida. 

És la que ens interessa. 

Cu 

Projecció de c a damunt u. 

W u 

Projecció de w a damunt u. 


La component meridional és la component de la velocitat que és ortogonal en el moviment circular uniforme, per 
tant és la que és útil perquè el fluid vagi sortint del rodet. 

Això mateix sa pot aplicar tant en el punt 1 com en el punt 2. 
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Ara aplicam el teorema de transport de Reynolds entre el punt 1 i el punt 2: 

Ens imaginam un línia de corrent del punt 1 al punt 2, i aplicarem el teorema de transport de Reynolds per sa 
conservació de la massa del moment i de l’energia. 



Aplicam Reynolds entre el punt 1 i al punt 2, per què? 

Perquè si aplicam conservació del moment lineal ens donarà sa força que fa el rodet a damunt el fluid i si tenim 
sa força que fa el rodet a damunt el fluid, ja tenim la informació del que costa fer girar aquest rodet. 

Recordam del tema 3. 

Moment lineal: 


N 


= m sis ■ 7 




JV_ _ 'nhis·rf -v, 77 — 

m sis 


sis 

dt 



Transport de Reynolds: 


w\sis = í·fffvc r l·p·dv + Jf S clTP·^·d^ 

I fsis = § i -fffvc^·p· dv + • d 

—-V-" 

On l’integral de la superfície de control és: 
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Hsc^-p-i^-dí)= jfy-p-V-dA-jJ A ^-p-V-dA 


ffsc ' P ' ' d A^j — • p s • V ms • A s V* ■ p e • V me • A e 

Per entrades i sortides fitxes, Reynolds queda: 

E fsis = í·Jïïvc^·P· dv + Z s (V • pi ■ Vi -A^ s -Ze(f- Pi ■Vi-A, 


Ara si ens fitxam < 


V A = Q (Cabal) 
i 

Q- p = m(Cabal màssic) 


L?si, = §;·SJfvc^·P·‘‘v+ Is (m ■ V.) - Ze (m ■ ^ 


Si a més deim que és estacionari. 

E sis = jtjJSSvrÀ^P^’ + Es (m • - Z e (m ■ V 

sis = Zs (m • v^i) -Ze (m • ^<) 

Per una sola sortida i una sola entrada m pot sortir a fora del sumatori perquè és una constant. 

Z^sis = m·\^2-m·Vi 

Sabem que les velocitats V~\ i ï^2 son 7 1 i ~&2 (velocitats absolutes del fluid a l’entrada i a la sortida) 

Z^sis = m 2 • V^2 - m\ ■ V’l 


Sabem de la conservació de la massa 


• • • 

ni 2 — ni\ — m 


z^sis = rn- 


Treim factor comú. 


Aplicam el canvi del nombre de velocitats 


Zfsis = m·(\? 2 -f 

f ? 2 ^i> 2 \ 

Z^sis = ín·(~^ 2 -~?i) 


J 
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Substituïm (m = Q-p 


L~iïsis = Q·p·(~?2--?l) = ^ res 

El que estem dient és que totes les partícules de fluid seguiran aquesta corrent. 
* 

Es com suposar que hi ha infinits àleps. 



És una cas molt teòric que totes les partícules van per damunt l’àlep. 

Q- P res 


Que és sa força que s’ha de fer per rodar aquest rodet que esta impulsant aigua a un ritme de un cabal determinat, 
sobretot ve donat per la diferencia de velocitats de l’entrada i a la sortida. 

És un resultat que sa podria haver trobat a la mecànica clàssica: 

La força que s’ha de fer esta relacionat pel canvi de moment. 


_ df 

b — dt 


Derivada del moment lineal. 


Això aplicat aquí ens sortirà el mateix. 

P ·Q·(~^2-~^l) = ~^res 


A més canvi de velocitats —> Més força haurem de fer. 


A més cabal ( Q ) —» Més força haurem de fer. 


A més densitat (p) —> Més força haurem de fer. 


També podríem aplicar el T.T.R. a la conservació del moment angular: 


N 


= ~t = • m ■ 


~t = m ■ V" 


-i 


M — — 

m res ~ dt 




Si deim que és estacionari: 

Mres = 37 • JJJ 


• P ■dv + 'Es(mi· -Le (nii ■ 
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^res = Ls (™i ' ■ V^) - Ee (™i • ■ V^) 

Si existeix conservació de la massa. 

• • • 

hïres = Ls (m ■ ■ V^) - £ e (m • ' ï?) 

Treim factor comú m. I una sola entrada i una sola sortida. 

É res = m· (l ) ’ s ·rf s -~?e·rfe S ) 

Tornam a fer el canvi de m = Q- p. 

^res = Q·p·(^s·^s-^e·^e) 

Ara sabem que podem substituir les velocitats ~V S i e per 2 i ~Éi que son les velocitats d’entrada i sortida de 
l’àlep. 

Les distàncies ~^ s i ~É e les substituïm per els valors dels braços efectius (J 2 i l\). 

\ 

s h 

e h 

< . > 

^ e y -<? 1 

\ / 

Recordam que: 

~t = • m • V" = Moment angular d’una partícula. 


On 


m 




És el moment lineal que té una partícula. 


On 


m = massa del solid 




velocitat 


Sabem que si un solid és mou té moment lineal (P = m • V^). Però si resulta que aquest solid l’hi pega per fer 




voltes, a part de tenir un moment lineal també té un moment angular ( L ). 
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I per què això és interessant? 

Perquè Newton va dir que si tenim moment angular i a més varia el amb el temps, també tenim el moment que fa 
la força (É). 

d l = ^ 


Newton va dir que si tenim un solid que té moment angular (que fa una trajectòria corba) i a més varia amb el 
temps apareix el moment d’una força. 

I que és el moment d’una força? 



Però aquesta força pot exercir un moment. 
I que és això del moment? 


Força que exerceix un moment que ve donat per un vector vectorial per un força. 

I el vector delimita el punt que ens interessa a en el punt d’aplicació, aleshores respecta el centre fa un moment. 
Si volem que alguna cosa faci voltes, s’ha d’aplicar un moment. 

Nota important: 



dL 

dt 


No hem de confondre!! < 


(Moment d’una força) 
amb 

1 F = ^ (Força) 


Tornant en el resultat del transport de Reynolds pel moment angular: 


É res = m- (V 2 - V^2-^i • V^i) 
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$ 

Úres = p·Q·(~? 2·^2-^l·^l) 

{ r 2 és el radi de sortida de l’àlep. 
r\ és el radi d’entrada de l’àlep. 

Mres = P Q- (h ' c 2 ~k 'Cl) 


Aleshores sabrem és moment angular de les articules que estan en el punt 1 i el moment angular de les partícules 
del punt 2. 

El moment que s’ha d’aplicar a damunt l’eix perquè roti és: 

Mres = P • Q - {h - C2~ h ' c l) 


h 

h 


Son els braços efectius. 
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Per trobar el braç efectiu (/i) el que hem de fer es traçar un extensió de c\ i cercam a on faci 90° amb el centre. 
Aleshores: 


íi = |A| •cos(oíi) 


Igualment ho podem fer per cercar el braç efectiu del triangle de sortida. 


k = \~?2\ •cos(a2) 


Braços efectius 


h = |”^i | • cos (oq) 

h = \-?i\ -cos(a2) 


Aleshores el moment resultant que s’ha d’aplicar a damunt el rodet és: 


II 

T§! 

P Q- (h -ci -l\ -ci) 

^res =P Q- (|~^2 

•C 2 -cos(a 2 ) - |”^i 

•ci-cos(ai)) 


El moment és important perquè els motors elèctrics son capaços de generar un moment (par de força [ N /m]). 

Els fabricants indiquen quin par de força pot fer cada motor que venen. 

En el final això és la força que s’esta transmetent a l’eix perquè roti el rodet de la bomba. 

Si continuam amb conceptes veurem que un resultat general de mecànica clàssica que és la potència, és igual a la 
freqüència angular per el moment. 


W eix — ^ ' M r es 


Si ens fitxam, podríem trobar la potència elèctrica requerida per una bomba en concret. 


3.6 Potència i Altura teòrica aportada per una Hirbomàquina: 


Recordam que tot aquest raonament és si tenim infinits àleps (z = °°), de tal manera que totes les partícules del fluid 
son guiades de la mateixa manera que el perfil dels àleps (sense xocs). 

Si ara partim de: 


Weix — ^ ' M res 

M r es = P ' Q ' (^2 ' C2 l\ ' C\ ) 


Weix = £1 ■ p ■ Q ■ (h ■ C2 - h ■ Cl) 
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Si ara hi afegim que: 

W eix = Q ■ p ■ Q ■ (h ■ C 2 — ll ' Cl) 
l \ = |~F"i| ·cos(oíi) 

/ 2 = |~r^ 2 | •cos (« 2 ) 


> => = ^P -G- ((|"^ 2 | ·cos(05 2 ))·C2- (|"^i| -cos(ai)) - Cl) 


= Clp ■()■({[? 2 \ ·cos(a 2 ))·c 2 - ( 1 ^ 1 1 ·cos(ai))·ci) 
W eix = Cl ■ p ■ Q • (r 2 • c 2 • cos (a 2 ) - n ■ c\ • cos («i)) 


Aleshores: 


• • 

W eix = W bomba 


W bomba ^ ' P ' Q ' i? 2 ' ^2 * COS (0^2) T’l ' Cl COS (O^l)) 


Si ara multiplicam omega (£2) a les dues bandes. 

ir bomba P ' Q ' {Cl • r 2 • C 2 • COS (0C 2 ) Í2 • Tj • Cj • COS (cUj)) 


Si ens fitxam 


Í2 • r 2 = « 2 
Q • n = u\ 


i que 


c 2 • cos (a 2 ) = c 2m 
ci -cos(ai) = c\ u 


L’expressió per potència és: 


Wbomba — P ' Q ' ( M 2 ‘ ^2 u M 1 ’ Clu) 


És la potència de la bomba segons la teoria d’Euler (primera forma de l’equació d’Euler) 
Ara be aplicant Bernoulli varem veure que la potència de la bomba és: 

^bomba = 8 ' P ' Q ' ^ bomba 


Ara igualam els dos resultats: 


Wbomba — 8 ' P ' Q ' H bomba — P ' Q ' (^2 ’ C2u Ml ' C]u) 
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8 ' ^' Hbomba ^' (^2 ' • Cl M ) 


Euler és va adonar compte que aïllar l’altura de la bomba (. Ht, om ba ) 

8 ' Hbomba = (^2 ' ^2í< ^1 ' ^Im) 

Aleshores l’altura teoria en infinits àleps (z — oo ) és: 

= l “ rQ ‘~“' c '· l [mxM] 

Primera forma de l’equació d’Euler. 

Expressió per pressió manomètrica. 

Mirant aquesta expressió i volem que la bomba estigui optimitzada, els enginyers que la dissenyen procuraran 
que el terme c i M = 0 . 

Per què? 



Com és pot aconseguir? 

Esta clar que c\ mai serà zero, perquè si no voldria dir que no fa voltes (és una bomba inútil) o el radi del rodet 
és zero. 

L’únic terme que pot ésser zero és sa projecció de c\ en u, que és c\ u . 

C\u = 0 

Si ciu = 0 =>- ai = 90° = § 

I així sa bomba esta funcionant en el punt de disseny. 
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Hr oc = 


U 2' c 2u UyCju 

§ 


Si ci u = 0 

li 


Hro o = 


g 


H t , 00 = 


U 2' c 2u 

§ 


Pel punt de disseny 


Per tant el triangle de velocitats ens queda: 



Donat que això és un triangle és pot aplicar el teorema del cosinus. 

• Teorema del cosinus: 



li 


w\ = u\ + Cj — 2 • u\ ■ c\ ■ cos (oq) c\ ■ cos(cq) = c u \ 
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w l = u i + c i - 2-u\ ■c u i 


Passam el terme (—2 • u\ • c„i) a l’altre banda: 


wf + (2■ u\ ■ c u i) = u\ + c 2 


Passam [w \J a l’altre banda. 


2 • Mi • c u \ = «i + c 


2 _ ...2 
1 W 1 


Passam a l’altre banda el 2 dividint: 


^1 ' ^í/1 


999 

MT+Cf-Wf 


Ml -Cal = \ ■ (uj + c\ ~ wj) * 


Podem fer el mateix per les sortides. 


M2 -Cul = \ • (uj + cj - wf) 


Donat que l’altura teòrica d’una bomba d’infinits àleps (z = °°) surten aquest dos termes, ho anam a substituir-ho: 


U _ U 2‘ c 2u~ U l‘ c lu 

Ht ca ~ i 

i 

Ul·C u i = \· ( uj+cj-wj ) 
«2 • C U 2 = \ ' («2 + c\ ~ wf) 




Hbomba 


_ \\ul+cl-wl)-\\u\+c\-w\) 


22+J2_Z2_ 21 tl_ll 
2 ' 2 2 \ 2 ' 2 2 


Hbomba 


2 2 2 2 2 2 
4 , C A_42_4_ C A i n. 
— 2 2 2 2 2 2 

8 


/ 2 2 2 2 2 2 

n bomba ~ / h r 2 2 2 2^2 


/ 2 2 2 2 2 2 
H l f u z -u z w z -w z c z -c z 

11 bomba a l 2 _r 2 ' 2 


Que és la segona forma de V equació d’Euler. 


Tant la primera equació d’Euler: 
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Com la segona equació d’Euler: 


HbombaHts 


(u2~C2m Uj/Ci u) 

8 


Hbomba 


1 

8 




+ 



Sa pressió que dona sa bomba depèn de les velocitats d’entrada i de sortida. 

I aquestes velocitats és intuïtiu pensar que depenen del cabal. 

Implícitament les velocitats estan relacionades amb el cabal que circula per aquesta bomba. I per aquest motiu a 
sol trobar sa dependència altura/cabal ( h /q [ m c a /i/s]). 



La dependència la dona el fabricant. 

Veurem que té una dependència lineal (Ideal). Per això hem de posar H t o o i ha de sortir una recta. 


3.7 Relació teòrica Altura i Cabal H t o0 , Q: 

A que és igual és cabal (Q) 



Velocitats meridianes d’entrada i de sortida (ci OT i C 2 m ) 


Q = V A 

La velocitat en aquest cas son les components meridionals de la velocitat absoluta (c m ). Sabent que l’àrea és 
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Q = V ■ A 

Q = c m ■ Y. 


Si aïllam c m : 



• Q en el punt 1 (entrada rodet) : 


Q i — 'C\m Et — 2 • Tí • r\ • b\ • c\ m 


Q\=2·7t·r l ·bi·c lm 


• Q en el punt 2 (sortida rodet) : 


0-2 — H 2 'C2m 5^2 — 2 • K • V 2 ' b 2 ' C 2 m 
Q 2 = 2 • % ■ r 2 ■ b 2 ■ c 2m 


Recordam que s’ha de conservar el cabal per conservació de la massa. 


01=02 


• • 

m\ — rri2 


"P^-Qi = p2 ■ Qi 


P 1 = p2 




Q 1 = 02 

Si tenim aquestes expressions en ment, anam a dictar quatre expressions que hem vist. 


* H t oo = “ 2 f 2 " (Altura manomètrica per infinits àleps per punt de disseny) 


* u 2 = r 2 ·Çl = N·^·D 1 = ^D 1 


* tan (&) = 


— c 2m 


W2u 

C2u = U2 — W2 u 


— c 2m 

2u tan(/32) 


C2u = «2 


c 2 m 

tan (j8 2 ) 


> Ara anam substituint tot: 


* c 2m — ^ 


U _ U 2‘ c 2u 

r±t oo — - 
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H-t OO - 


tan(ft) - c 2 m-COt(^ 2 ) 


_ «2·(»2-C2m·COt(ft)) 


TT _ M2-M2·C2m·COt(j3 2 ) 

lít oo — -r- 


_ «2 _ U 2 ·C2m·COt(k) 


_ Njl·I )2 
M 2 — 60 


c 2m — 


^ _1 (NnD 2 \ N-ic-D 2 Q cot(/ 3 2 ) 

'í' » 60 ' E 2 ‘ « 


Aïllam les constants (7r,D 2 ,gX2) 


ft.oo = 


1 /n-Ih 


g \ 60 


• A 2 - 


^•£>2 cot(/3 2 ) 1 

60 g L 2 


On /V son revolucions per minut (r.p.m.) i A i 5 son constants. 

Per tant l’altura d’una bomba a nivell teòric amb infinits àleps en el punt de disseny és: 


H toa =AN 2 -BNQ 


Quina forma té H (Q)7 

Suposam per A constant (RPM = K) 


H t ^(Q = 0)=A0 2 -B0Q 


H t oo (2 = 0) = 0 [m.c.a. 


A cabal zero tenim zero metres de columna d’aigua. 


H, 00 = A ■ N z 


B • A • Q 


És una recta. 


f(x) = a — b-x 


x=Q 


«(fi) 
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Ara be que passa si b > 0 o b < 0? 



Pendent positiva: Que vol dir? Físicament no és realista. Q H t No és possible. 

Aleshores el que s’ha de complir és que la B, (perquè N > 0) sigui major que zero i per què passi això /3 2 < 


B > 0 => < j 


Sa constant B 


. COt(fe) . J_ 
60 g E 2 


d 2 > 0 


60 >0 

g > 0 

E 2 


> Tots aquests valors que son majors que zero. 


/ 




cot(/3 2 ) 


Sij3 2 <| 

(+) 

cot (j8 2 )? 

Si fa > f 

(-) 


Aleshores que vol dir això? 
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j 8 2 > f =>- Solució que no és realista. 

j 8 2 = f =>- Tampoc no és una solució realista, no sa pot mantenir constant (H t o 2). 

jS 2 < f Solució físicament possible. 

I tot això per una N [r.p.rn.] determinades. 

Aleshores segons Euler s’altura teòrica d’infinits àleps té aquesta dependència: 


H tao = A·N 2 — B·N·Q = — — B • N ■ Q [í m.c.a .] 

_o_ 



3.8 Potència teoria comunicada al fluid per la bomba: 


On sa potència és: 


W t ,oo = p ■ g-Q-Ht^oo [Watts] 


W t)0 o = p - g-Q - (A-N 2 —B -N■ Q) [Watts] 
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En el final sa dependència de potencia en cabal és una paràbola. Una dependència parabòlica. 


Si Wf )00 = p ■ g-Q - (A-N 2 -B-N-Q) 

W t ,oo = p ■ g■ (A-N 2 • Q-B-N■ Q 2 ) 


Si ara feim la derivada d’aquesta potència respecta en el cabal i igualam a zero: 


dW t , 

dt 


= o 


Després aïllam al cabal ( Q ) així ja tenim el cabal volumètric [ m3 /s] a potència màxima. 


Q 


, _ Qmàjç 

pot.max — 2 


Que és igual que agafar el cabal màxim i dividir-lo entre dos. Per tant. 


dW; 

dt 


= 0 


Q 


pot.màx 


ómax 

2 


On Qmàx 


A-N 

B 
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